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多变量微积分笔记13——线积分

　　 线积分或路径积分是积分的一种。在数学中，线积分的积分函数的取

值沿的不是区间，而是特定的曲线，称为积分路径。在物理学上，线积分是

质点在外力作用下运动一段距离后总功。

线积分
　　在物理学上，力所做的功等于力与位移的乘积；更严格地说，力在足够

小的距离上做的功等于力的向量与位移向量的点积：

   

　　功描述是需要多少能量才能使质点以这样的方式运动。

　　如果外力不是恒力，要算出外力所做的总功，就是把运动轨迹分成无限

小段，然后把外力对每一小段所做的功（也就是力的向量和距离的向量的点

积）加起来，其本质上就是积分。

　　假设C是外力作用下运动的轨迹，那么外力在该轨迹上做的总功：

 

　　然而这种方式不利于计算，因为无法对向量进行积分。现在将位移变成

瞬时速度和微小时间的乘积：
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　　这表示在每个微小的时间段内，质点移动了微小的距离。W可以解释为

从t1到t2时间内，质点在外力的作用下移动了一段距离，在这段距离上力所

做的总功：

 

　　这种方式将无法计算的向量积分变成了可计算的非向量积分。

向量场中的线积分
　　已知外力和外力作用下的运动轨迹，力场F = -yi + xj，运动轨迹C：x

= t, y = t2,  0 ≤ t ≤ 1，计算力在该轨迹上做的功。

　　在这里，F是外力，C是在F作用下的运动轨迹，由运动轨迹的参数方程

可知，y = x2，这相当于在外力F的作用下运行了一段抛物线：

　　上图中红色向量就是在外力F作用下运动的轨迹C，为了理解方便，将t

看成时间（可参考《线性代数笔记6——直线和曲线的参数方程》）。F在C

上的总功：

　　另一种方式理解，F和r都有两个分量：
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　　这里存在两个变量，但是单变量积分无法对两个变量做积分，所以需要

用另外一个变量t替换x和y：

　　需要注意的是，线积分只取决与轨迹C，而不是如何参数化，我们可以

保留任何一个参数，对于本例来说，y = x2，可以去掉变量y：

几何法计算线积分
　　再来看一下几何方法：

　　如上图所示，曲线是质点运动的轨迹，Δr是在外力F = Mi + Nj作用下

移动的微小距离，它是一个向量，与曲线相切；T是Δr方向的单位向量；

ΔS是轨迹上对应的弧长，是一个标量。

　　如果是瞬时速度，相当于位移关于时间的微分：

 

　　外力在轨迹上C上做的总功：

 

　　F与T的点积是标量，这就将不能积分的dr转换成了可积的ds。

示例1

　　几何法对某些问题的处理会更简单：质点在力场F = xi + yj中沿以原点

为圆心，a为半径的圆做逆时针圆周运动，对于圆上的任一点，都存在

2. Re:线性代数笔记10——矩阵的LU分解
写的很好，不过LU 分解的前提是错的，
LU分解只需要第三个条件，如果允许行
置换就是下面写到的PLU，可以分解所有
矩阵
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很nice

--尹保棕
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以起点为原点，向右伸出x轴，向下伸出y
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T⊥F：

 

　　如果用参数方程处理，对于圆来说x2 + y2 = a2，可以用θ替换x和y：

示例2

　　如果力场变为F = -yi + xj，则在轨迹上的任意点，F平行于T：
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　　C是沿着圆的运动轨迹，ds是轨迹上微小的弧长，所以弧长的积分等于

轨迹长度len(C)。如果运动一周：

综合示例
示例1

　　在向量场F = <xy, x2 + y2>中，计算线积分∫cFdr

　　a)

　　b)

　　a)

　　根据轨迹参数化：



2022/3/11 17:56 多变量微积分笔记13——线积分 - 我是8位的 - 博客园

https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/8796373.html 6/10

　　b)

　　C1轨迹上，x = 1不变，dx=0，1 ≤ y ≤ 4：

　　C2轨迹上，y = 4不变，dy=0，1 ≤ x ≤ 2：

 

示例2

　　在向量场F = <xy, x2 + y2>中，C的轨迹函数是y = x2，从(1,1)到

(2,4)。用两种参数方程计算线积分∫cFdr，1) x = t，y = t2  2) x = et，y =

e2t

　　1)
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　　2)

示例3

　　如下图所示，在向量场F = yi + xj中，质点移动的轨迹是

C1→C2→C3，三段轨迹围成了闭合的扇形，扇形的半径是1，弧度是 π/4，

求力场中对质点的总功。
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　　C1的轨迹在x轴，从(0,0) 到 (1,0)，y = 0保持不变：

　　C2的轨迹在是单位圆的一段弧长，可以参数化x,y参数：

　　C3的轨迹从(21/2/2, 21/2/2)到(0,0)，将其看作t时间内的位移，参数化

后：

 

　　在这里我们注意到x = y，所以可以进一步参数化：

 

　　因为质点是从(21/2/2, 21/2/2)到(0,0)，所以参数替换后的积分域的上

限是0，下限是21/2

 

　　在力场中的移动所做的总功为0，从图中看，就是从起点出发，最终回

到了起点。
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最新新闻：

· 乔布斯的创业搭档：他缺乏工程师才能，不得不锻炼营销能力来弥补

· 美国大厂码农薪资曝光：年薪18万美元，够养家，不够买海景房

· 两张照片就能转视频！Google提出FLIM帧插值模型

· Android 再推 “杀手级” 功能，可回收 60% 存储空间

· 溺在理财暴雷潮的投资人 ：本金63万，月兑25元不够卖菜

» 更多新闻...
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